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特征维度灾难

➢高维数据的挑战

➢高维空间中的数据点变得极其稀疏，距离度量失去意义

➢算法的计算和存储开销随维度指数级增长

➢人类无法直观理解超过三维的空间

➢现实世界的高维数据往往冗余的

➢许多特征高度相关，它们共同描述着某种更本质、更低维的潜在结构

➢数据冗余。如一张1000x1000像素的图片（100万维），其内容可能只是一个简单的物体

➢如何在信息损失最小的前提下，对数据进行降维？
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核心思想：寻找一个新的、更具信息量的坐标系

➢PCA的哲学

➢信号蕴含于变化之中，方差越大的（线性意义）方向，包含的信息越丰富

➢目标

➢希望找到一组全新的正交坐标轴（主成分，主方向）来重新描述数据

➢数据在主方向上的投影方差最大化

➢对数据进行正交变换，数据由线性相关基表示，变成正交基表示，且

➢第一主成分 (PC1)，数据在其上投影的方差最大

➢第二主成分 (PC2)，与PC1正交，且数据在其上投影的方差次大

➢以此类推...

➢通过保留方差最大的前 k 个主成分

➢可以用一个 k 维向量（远小于原始维度）来近似表示一个数据点
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为星云绘制最精确的二维星图

➢观测三维上的扁平状星云。如何在二维星图上展示它，并最大程度保留其结构？

➢寻找主方向 (PC1)

➢旋转视角，直到找到一个方向，使得该方向看过去，星云的“影子”最长、最舒展：该方向捕捉了星云

最大的变异

➢寻找次要方向 (PC2)

➢固定主方向，围绕它旋转，寻找一个与之垂直的方向，使得星云的“影子”次长

➢绘制星图

➢将所有星星投影到由这两个方向构成的平面上。这样，虽然丢失了厚度信息，但最大程度保留了星云的

整体形状

➢“寻找方差最大的投影方向”为PCA的核心策略

X

Y

Z

2D Star Map (Projection)

Project
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两种等价的数学视角

➢PCA的优化目标的等价方式

➢最大投影方差 (Maximal Variance)

➢寻找一个投影方向，使得数据点在该方向上的投影尽可能分散

➢保留了数据中最主要的“变化”或“信号”

➢最小重建误差 (Minimal Reconstruction Error)

➢寻找一个低维超平面（由主成分定义），使得原始数据点到它们在该平面上投影点的距离之和最小

➢保证了降维后的数据能最忠实地“重建”出原始数据

➢这两个看似不同的目标，会导出完全相同的解
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红酒列表的PCA特性

➢寻找在所有红酒中很不相同的属性

➢尽可能体现红酒差异的属性

➢属性差异=>独立=>正交

➢显著： 投影分散

➢方差何时最大？

➢属性容易重建原本的红酒特性

➢重建原本特性的属性

➢基

➢寻找能够尽可能好地重建

➢红线的长度和为重建误差，何时最小化？
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数学工具之协方差矩阵

➢如何衡量数据在不同方向上的“伸展”程度？

➢数据的协方差矩阵 (Covariance Matrix) 𝐒

➢协方差矩阵 𝐒 告诉我们什么？

➢对称，可对角化

➢对角线元素 𝑆𝑖𝑖：第 𝑖 个特征自身的方差

➢非对角线元素 𝑆𝑖𝑗：第 𝑖 和第 𝑗 个特征的协方差，衡量它们的线性相关性

➢特征之间线性相关：某个特征的值一定程度上可由其它特征的线性组合来预测

➢协方差矩阵完全描述了数据分布的（二次）几何形状

➢如果数据点形成一个“超椭球体”

➢协方差矩阵的特征向量指向这个椭球体的主轴方向

➢特征值代表了这些主轴方向上的方差大小（轴的长度平方）

➢PCA实际上就是对数据的协方差矩阵进行特征值分解
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直观解释 – 方差和最大

➢PCA旨在选取正交变换中方差最大的变量作为第一主成分

➢方差

➢坐标值的平方和：𝑂𝐴′2 + 𝑂𝐵′2 + 𝑂𝐶′2，最大化

➢误差和

➢样本点到𝑦1轴的距离的平方和：𝐴𝐴′2 + 𝐵𝐵2 + 𝐶𝐶′2，最小化

➢方差和最大等价于投影误差和最小

➢ 基本想法
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PCA推导：从投影方差最大化到特征值分解

➢优化目标：找到一个单位方向向量 𝐮 (||𝐮|| = 1)，使得数据 𝐗 在其上的投影方差最大

➢数据中心化，使得均值为0

➢投影方差𝑉𝑎𝑟(𝐗𝐮) =
1

𝑁
(𝐗𝐮)𝑇(𝐗𝐮) = 𝐮𝑇(

1

𝑁
𝐗𝑇𝐗)𝐮 = 𝐮𝑇𝐒𝐮，其中，𝐒为数据协方差矩阵

➢于是，得优化问题

max𝐮 𝐮𝑇𝐒𝐮 subject to 𝐮𝑇𝐮 = 1

➢求解 (拉格朗日乘子法)

➢拉格朗日函数：𝐿(𝐮, 𝜆) = 𝐮𝑇𝐒𝐮 − 𝜆(𝐮𝑇𝐮 − 1)

➢对 𝐮 求导，并令其为零：
𝜕𝐿

𝜕𝐮
= 2𝐒𝐮 − 2𝜆𝐮 = 0

➢得：𝐒𝐮 = 𝜆𝐮

➢投影向量𝐮，为数据协方差矩阵𝐒的特征向量

➢最大的投影方差方向 𝐮，该方向上的投影方差 𝐮𝑇𝐒𝐮 = 𝐮𝑇𝜆𝐮 = 𝜆，为最大特征值

➢𝐮为对应的特征向量
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PCA流程

                

        

                

            

                    

              

             

               

               

       

        

               



11

PCA算法

➢算法目标：给定数据矩阵 𝐗 (𝑁个样本, 𝑚个维度)，降维到 𝑘 维

➢数据中心化（均值为0），标准化（方差为1)

➢计算协方差矩阵

➢𝐒 =
1

𝑁−1
𝐗𝑇𝐗

➢特征值分解

➢对协方差矩阵 𝐒 进行特征值分解，得到特征值 𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥. . . ≥ 𝜆𝑚 和对应的特征向量

𝐮1, 𝐮2, . . . , 𝐮𝑚

➢选择主成分

➢选择前 𝑘 个最大的特征值对应的特征向量，构成投影矩阵 𝐖 = [𝐮1, 𝐮2, . . . , 𝐮𝑘]

➢数据投影 (降维)

➢新的低维数据 𝐙 = 𝐗𝐖
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SVD路线
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另一种实现路径：奇异值分解 (SVD)

➢什么是SVD?

➢任何矩阵𝐗都可以分解为：𝐗 = 𝐔𝚺𝐕𝑇

➢𝐔,𝐕 是正交矩阵，𝚺 是对角矩阵（对角线元素为奇异值）

➢通过SVD进行PCA分解

➢对中心化数据 𝐗 进行SVD分解， 𝐗 = 𝐔𝚺𝐕𝑇

➢协方差矩阵 𝐒 =
1

𝑁−1
𝐗𝑇𝐗 =

1

𝑁−1
(𝐕𝚺𝑇𝐔𝑇)(𝐔𝚺𝐕𝑇) = 𝐕(

𝚺2

𝑁−1
)𝐕𝑇

➢为 𝐒 的特征值分解形式

➢主成分 (特征向量) 就是矩阵 𝐕 的列向量

➢特征值 𝜆𝑖 =
𝜎𝑖
2

𝑁−1
，其中 𝜎𝑖 是奇异值

➢为什么有时更倾向于用SVD?

➢避免了计算 𝐗𝑇𝐗 这一步，可以减少计算过程中的精度损失

➢SVD存在优化算法，对于某些数据，直接对𝐗做SVD可能比计算并分解 𝐗𝑇𝐗 更高效
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总结与局限

➢PCA总结

➢一种强大的无监督线性降维技术

➢通过寻找最大化数据方差的方向（主成分）来工作

➢数学上等价于对数据协方差矩阵进行特征值分解

➢在数据可视化、去噪、特征提取等领域应用广泛

➢PCA的局限性

➢PCA只能发现数据中的线性结构。对于非线性结构（如瑞士卷），它会失效

➢假设方差越大的方向越重要。在某些场景下（如某些分类问题），方差小的方向可能包含关

键的判别信息

➢主成分是原始特征的线性组合，其物理意义可能难以解释

➢异常值会极大地影响协方差矩阵的计算，从而影响主成分的方向



Thanks
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